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中文摘要
中文摘要
我们称 Banach 空间 Y 是万有右稳定的, 如果对于任意的 Banach 空间 X,
(X; Y ) 是稳定的, 即对于任一标准的 "-等距 f : X ! Y , 存在 ;  > 0 和有界线性算
子 T : L(f) = spanf(X)! Y ,且 kTk  ,使得对任意的 x 2 X 都有 kTf(x) xk  ".
2014 年, Cheng L., Dai D., Dong Y. 和 Zhou Y. [1] 证明了: 若 Banach 空间 Y 是万有
右稳定的, 则 Y 同构于一 Hilbert 空间. 在此基础上, 我们进一步研究 Hilbert 空间等
价类的万有右稳定性, 得到了以下结果: (1) 若 Banach 空间 Y 同构于一 Hilbert 空间,
则 Y 是万有右稳定的当且仅当对于任意的可分 Banach 空间 X, (X; Y ) 是稳定的; (2)
若 Banach 空间 Y 的任一闭子空间在 Y 中 1-可补, 则 Y 是万有右稳定的.
关键词："-等距; 万有右稳定性; Hilbert 空间.
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Abstract
Abstract
We call a Banach space Y universally right-stable if for any given Banach space X
the pair (X; Y ) is stable, that is, for any given standard "-isometry f : X ! Y , there exist
two positive real numbers ;  and a bounded linear operator T : L(f) = spanf(X)! Y
with kTk   such that kTf(x)  xk  " for every x 2 X. In 2014, Cheng L., Dai D.,
Dong Y. and Zhou Y. [1] proved that if a Banach space Y is universally right-stable, then
it is isomorphic to a Hilbert space. And on this basis, we start a further study on the
universal right-stability of the equivalent class of Hilbert spaces and obtain the following
results: (1) If a Banach space Y is isomorphic to a Hilbert space, then Y is universally
right-stable if and only if (X; Y ) is stable for any given separable Banach space X; (2) If
a Banach space Y satises that every closed subspace of Y is 1-complemented, then Y is
universally right-stable.
Key words: "-Isometry; Universally right-stability; Hilbert space.
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第一章 引言
设 X 和 Y 是 Banach 空间，"  0, f : X ! Y 是一个映射, 则有下面的定义.
(1) 称 f 为 "-等距, 如果
kf(x)  f(y)k   kx  yk  "; 8 x; y 2 X:
特别的, 我们简称 0-等距为等距.
(2) 称 "-等距 f 是标准的, 如果 f(0) = 0.
(3) 称标准的 "-等距 f : X ! Y 是 (; ) 稳定的, 如果存在  > 0 和  > 0, 以及有
界线性算子 T : L(f) = spanf(X)! X 且 kTk  , 使得
kTf(x)  xk  "; 8 x 2 X:
在不引起混淆的情况下, 我们也简单的说 f 是稳定的.
(4) 称一对 Banach 空间 (X; Y ) 是稳定的, 如果对于任意标准的 "-等距 f : X ! Y ,
存在  > 0 和  > 0，使得 f 是稳定的.
(5) 称一对 Banach 空间 (X;Y ) 是 (; ) 稳定的, 如果存在  > 0 和  > 0，对于
任意标准的 "-等距 f : X ! Y , 使得 f 是 (; ) 稳定的.
由定义知, 一对 Banach 空间 (X; Y ) 是 (; ) 稳定的, 则 (X; Y ) 是稳定的. 但反之
不一定成立.
(6) 称 Banach 空间 X (Y ) 是万有左 (右) 稳定的, 如果任给 Banach 空间 Y (X),
(X; Y ) 是稳定的.
(7) 称 Banach 空间 X (Y ) 是万有 (; ) 左 (右) 稳定的, 如果存在  > 0 和  > 0,
任给 Banach 空间 Y (X), 使得 (X;Y ) 是 (; ) 稳定的.
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第一章 引言
(8) 称 Banach 空间 X 是万有稳定的, 如果 X 既是万有左稳定的又是万有右稳定
的.
1.1 "-等距与线性等距
若 "-等距 f : X ! Y 不是标准的, 令 g(x) = f(x)  f(0), 8x 2 X, 则 g : X ! Y 是
标准的 "-等距. 因此, 我们只需考虑标准的 "-等距即可. 对于标准 "-等距的研究, 可以分
为四大类:
(1) f 是满的且 " = 0;
(2) f 非满且 " = 0;
(3) f 是满的且 " 6= 0;
(4) f 非满且 " 6= 0.
有关 Banach 空间中等距和 "-等距性质的研究已有 80 多年历史. 1932 年, 波兰数
学家 Mazur 和 Ulam [2] 首次研究了 (1) 中的满等距映射, 给出了一个优美的结果.
定理 1.1 (Mazur, Ulam [2]) 若 f : X ! Y 是满等距且 f(0) = 0, 则 f 是线性的.
Mazur-Ulam 定理说明了 Banach 空间的度量结构完全决定了空间的线性结构, 它
在几何非线性泛函中有着极其重要的地位. 但是一个简单的例子告诉我们当等距映射非
满时, 此结论是不正确的.
例 1.1 定义映射 f : R ! l21, t 7! (t; sin t), 8 t 2 R. 显然 f 是等距映射且 f(0) = 0,
但 f 非满且不是线性的.
但是在上例中若定义算子 F : l21 ! R, F (t; s) = t, 则 F 是有界线性算子满
足 kFk = 1 且 F  f = I. 于是 Holsztynski 和 Lindenstrauss 猜测对于一般的等距 f , 算
子 F 总是存在的. 1968 年, Figiel [3] 研究了 (2) 中的非满等距, 证明了这一猜测, 给出了
著名的 Figiel 定理.
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第一章 引言
定理 1.2 (Figiel [3]) 对任意的标准等距 f : X ! Y , 存在线性算子 F : L(f) =
spanf(X)! X 且 kFk = 1, 使得 F  f = IdX .
显然,当 Figiel定理中的 f 是满射时, Figiel定理就是Mazur-Ulam定理,因此 Figiel
定理是 Mazur-Ulam 定理的推广. 2003 年, Godefroy 和 Kalton 利用 Figiel 定理证明了
下面的定理.
定理 1.3 (Godefroy, Kalton [4]) 若可分 Banach 空间 X 可等距嵌入 Banach 空间 Y ,
则 X 可线性等距嵌入 Y . 对于不可分弱紧生成的 Banach 空间 X 存在 Banach 空
间 Y 使得 X 可等距嵌入 Y , 但 Y 中不存在子空间线性同构于 X .
2014 年, Dai D. 和 Dong Y. [5] 证明了如果 Banach 空间 Y 的任一闭子空间不同
构于 l1, X 是可分 Banach 空间, 存在从 X 到 Y 的 "-等距, 那么存在从 X 到 Y  的
等距嵌入. 同年, Cheng L. 和 Zhou Y. [6] 利用不变平均值的方法进一步证明了若存在
从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的 "-等距嵌入, 则存在从 X 到 Y  的线性等距
嵌入.
1.2 "-等距和稳定性
1932 年, Mazur 和 Ulam 对满等距问题的证明使得数学家们开始关注等距及其推广
的研究. 在这期间, 许多关于满等距的重大问题被数学家们提出和解决. 1945 年, Hyers
和 Ulam [7] 首先研究了 "-等距, 并提出了问题：
问题 1.1 (Hyers-Ulam [7]) 设 X 和 Y 是 Banach 空间, 对于任意的标准满 "-等距 f :
X ! Y , 是否存在  > 0 及线性等距 U : X ! Y , 使得
kf(x)  Uxk  "; 8 x 2 X ?
基于 Gruber [8] 的结果, 1983年, Gevirtz证明了 Hyers-Ulam问题的存在性且  = 5.
Omladic 和 Semrl [9] 在 1995 年得到了  的最优估计值 2, 其结果如下:
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定理 1.4 (Omladic, Semrl [9]) 若 f : X ! Y 是满 "-等距且 f(0) = 0, 则存在满线性等
距 U : X ! Y , 使得
kf(x)  Uxk  2"; 8 x 2 X:
由此, 非满 "-等距的研究引起了数学家们的广泛关注 [9{16]. 1995 年，Qian [14] 首次
提出下面问题：
问题 1.2 是否对于每一对 Banach 空间 (X;Y )，存在  > 0 和  > 0, 使得任意的标
准 "-等距 f : X ! Y 是 (; ) 稳定的, 即存在有界线性算子 T : L(f) = spanf(X)! X
且 kTk  , 使得
kTf(x)  xk  "; 8 x 2 X ?
当 Banach 空间 X 和 Y 是 Lp 空间时, Qian 给出了肯定的回答, 其结论如下：
定理 1.5 (Qian [14]) 令 (
i;i; i), i = 1; 2, 是任意两个测度空间, 给定 p, 1 < p < 1.
若映射 f : Lp(
1;1; 1) ! Lp(
2;2; 2) 是 "-等距且 f(0) = 0, 则存在连续线性算
子 T : Lp(
2;2; 2)! Lp(
1;1; 1) 且 kTk = 1, 使得
kT  f(x)  xk  6"; 8 x 2 Lp(
1;1; 1):
2002 年, Semrl 和 V aisala [15] 进一步优化了上述估计值, 将 6" 变为 2". 然而,
Qian [14] 给出了一个反例:
定理 1.6 (Qian [14]) 设 Banach 空 间 X 是 Banach 空 间 Y 的 一 个 闭 子 空 间.
若 card(X) = card(Y ), 则 8" > 0, 存在标准的 "-等距 f : X ! Y , 使得
(1) L(f) = spanf(X) = Y ;
(2) 若 f 是稳定的, 则 X 在 Y 中可补.
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Lindenstrass 和 Tzafriri [17] 给出了一个结论: 如果一个 Banach 空间的每一个闭子
空间都可补, 那么此 Banach 空间同构于一个 Hilbert 空间. 反过来, 不同构于 Hilbert
空间的无穷维子空间总存在不可补的子空间. 因此, 这个定理说明了对非满 "-等距稳定
性的研究是困难和复杂的. 2013 年，Cheng L., Dong Y. 和 Zhang W. [11] 给出了 Banach
空间中非满 "-等距的弱稳定性描述. 随后, Cheng L., Cheng Q., Tu K. 和 Zhang J. [12] 又
进一步优化了弱稳定性公式中的估计值, 并验证了 2 为最优估计值. 这一弱稳定性公式
会经常用到, 为完整起见, 我们给出该结论.
定理 1.7 (Cheng-Cheng-Tu-Zhang [12]) 设 X 和 Y 是 Banach 空间, 映射 f : X ! Y
是标准的 "-等距. 则对任意的 x 2 X, 存在  2 Y  且 kk = kxk = r, 使得
jh; f(x)i   hx; xij  2r"; 8 x 2 X:
Cheng L. 等充分利用上述弱稳定性公式, 对具体 Banach 空间中 "-等距的稳定性做
了研究, 得到了如下结果：
定理 1.8 [11] 令 X = l1( ),   是指标集, Y 是 Banach 空间. 若 f : X ! Y 是 "-等
距 (" > 0), 则存在线性算子 S : Y ! X 且 kSk = 1, 使得
kSf(x)  xk  4"; 8 x 2 X:
定理 1.9 [11] 设 X 和 Y 是 Banach 空间, dimX = n, f : X ! Y 是标准的 "-等距. 则
存在有界线性算子 S : Y ! X 且 kSk  n, 使得
kSf(x)  xk  4n"; 8x 2 X:
由上述定理知, 若 X 是 n 维空间, Y 是 Banach 空间, 则标准的 "-等距 f : X ! Y
是 (n; 2n) 稳定的.
对于 Banach 空间上 "-等距的研究, 下列问题在文章 [1] [10] [18] 中曾被提出:
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问题 1.3 是否存在一类 Banach 空间 X 满足任意给定 X 2 X 和任意 Banach 空
间 Y，(X;Y ) 是 (或 (; )) 稳定的?
X 中的任一 Banach 空间 X 称为万有 (或 (; )) 左稳定的. Bao L., Cheng L.,
Cheng Q. 和 Dai D. 证明了下面的结论：
定理 1.10 [10] 若对偶 Banach 空间 X 是万有左稳定的, 则 X 是单空间.
定理 1.11 [10] Banach 空间 X 是万有左稳定的当且仅当 X 是势单空间.
Cheng L., Dai D., Dong Y. 和 Zhou Y. [1] 进一步研究 Banach 空间的万有左稳定性,
得到了如下结果：
定理 1.12 [1] Banach 空间 X 是万有稳定的当且仅当 X 是有限维的.
定理 1.13 [1] 每一个  单空间是万有 (; 4) 左稳定的.
定理 1.14 [1] 若 Banach 空间 X 同构于 l1 的一个无限维子空间, 则以下命题等价:
(1) X 是万有左稳定的;
(2) X 同构于 l1;
(3)X 是万有 (; 4) 左稳定的, 其中  = dist(X; l1).
定理 1.15 [1] 设 X 是可分 Banach 空间, 则以下命题等价:
(1) 对于任意可分 Banach 空间 Y , (X; Y ) 是稳定的;
(2) X 同构于 c0;
(3) 对于任意可分 Banach 空间 Y , (X; Y ) 是 (2; 8) 稳定的, 其中  = kTkkT 1k,
T : X ! c0 是同构.
问题 1.4 是否存在一类 Banach空间 Y 满足任意给定 Y 2 Y 和任意 Banach空间 X ，
(X; Y ) 是 (或 (; )) 稳定的?
定理 1.16 [1] 若 Banach 空间 Y 是万有右稳定的, 则 Y 同构于 Hilberet 空间.
.
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第一章 引言
1.3 本文主要结果
本文有如下主要结果:
定理 1.17 设 Banach 空间 Y 同构于一 Hilbert 空间. 则 Y 是万有右稳定的当且仅当
对任一可分 Banach 空间 X, (X;Y ) 是稳定的.
定理 1.18 如果 Banach 空间 Y 的任意闭子空间在 Y 中 1-可补，则 Y 是万有右稳定
的.
全篇文章组织如下:
第一章, 我们对 Banach 空间中有关非线性 "-等距稳定性的研究历史进行了回顾.
重点介绍了 Hyers-Ulam 问题及其推广的 Qian 问题的研究和对万有左稳定空间、万有
右稳定空间以及万有空间的刻画.
第二章, 主要介绍了本文用到的基本定义和相关结果.
第三章, 我们主要研究当 Banach 空间 Y 同构于一 Hilbert 空间时, Y 的万有右
稳定性质. 我们首先通过构造标准的等距, 利用 Figiel 定理 [3] 以及标准的 "-等距在
任意可分子空间上稳定则一致稳定的结论得到定理 1.17; 其次利用我们熟知的结论:
当 Banach 空间 Y 自反时, 标准的 "- 等距 f : X ! Y 是稳定的当且仅当存在有界线性
投影 P : L(f) ! X, 使得 Pf 是某一 -等距, 通过反证法得到定理 1.18. 特别的, 针对
任一闭子空间是 1-可补的的光滑 Banach 空间 Y , 利用结论: 如果对偶空间 Y  严格凸
则线性泛函保范延拓唯一, 给出 Y 是万有右稳定的一个新证明.
在本文中, X 和 Y 表示 Banach 空间, X 表示 X 的对偶空间. BX 和 SX 分别表
示 X 的单位球和单位球面, T 表示有界线性算子, T  表示 T 的共轭算子.
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第二章 预备知识
本节首先介绍标准 "-等距的基本性质. 其次给出本文所涉及到的自由超滤子和可补
子空间的概念及相关命题.
2.1 "-等距
定义 2.1 设 X 和 Y 是 Banach 空间，"  0. 称映射 f : X ! Y 是 "-等距, 如
果 jkf(x)  f(y)k   kx  ykj  ", 8x; y 2 X. 特别的：
(1) 如果 " = 0, 则称 f 是等距.
(2) 如果 f(0) = 0, 则称 "-等距 f 是标准的.
定义 2.2 设 G 是一个半群, 称 l1(G) 上的线性泛函  是 G 上的左不变平均值, 如果
(1) (1) = 1,
(2) (f)  0, 对任意的 f 2 l1(G) 且 f  0,
(3) (fg) = (f), 对任意的 f 2 l1(G) 和 g 2 G. 其中 fg 是 f 对 g 的左变换,
即 fg(h) = f(gh), 对任意的 h 2 G.
同样地, 我们可以定义 G 上的右不变平均值. 称  是 G 上的不变平均值, 如果 
既是左不变平均值又是右不变平均值.
注意到, 定义 2.2 中的 (1) 和 (2) 等价于 (1) = 1 且 kk = 1.
引理 2.1 [19] 每个 Abel 半群都有一个不变平均值.
设 X 和 Y 是 Banach 空间, f : X ! Y 是标准的 "-等距. 注意到 X 关于向量的加
法是一个 Abel 半群. 由引理 2.1, 存在 l1(X) 上的不变平均值 . 因为 f 是标准的 "-等
距, 所以
gx(z) = f(x+ z)  f(z); 8 z 2 X;
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第二章 预备知识
定义了一个有界映射 gx : X ! Y . 因此,
h; gxi 2 l1(X); 8  2 Y :
记 z() 是 l1(X) 上的不变平均值. 对 x 2 X 定义映射 R : Y  ! RX 为
hR; xi = z(h; gxi); 8  2 Y :
记 N = kerR. Cheng L. 和 Zhou Y. 利用不变平均值的方法得到了下面的结论：
定理 2.1 [6] 设 X 和 Y 是 Banach 空间, 映射 f : X ! Y 是标准的 "-等距 ("  0). 则
存在 N  Y , 使得, U : X ! Y =N 和 V : Y =N ! X 是线性满等距且 V U = IX .
2.2 自由超滤子
定义 2.3 
 是非空集合. 称 
 的子集族 U 是自由超滤子, 如果：
(1)  2 U 且 TfU 2 Ug = ;,
(2) U; V 2 U ) U \ V 2 U ,
(3) U 2 U 且 U  V  
) V 2 U ,
(4) A  
) A 2 U 或 
 n A 2 U .
定义 2.4 U 是集合 
 上的自由超滤子, K 是一 Hausdor 空间. 称映射 g : 
 ! K
依 U -收敛到 k 2 K, 如果对 k 的任一邻域 V , 都有 g 1(V ) 2 U . 简记为 limU g = k.
定理 2.2 [20] U 是集合 
 上的自由超滤子, K 是一 Hausdor 紧空间. 则任一映
射 g : 
! K 是依 U -收敛的.
2.3 可补子空间
定义 2.5 设 X 是 Banach 空间, 0   < +1. 称闭子空间 M  X 是 -可补的, 如果
存在闭子空间 N  X 且 M \N = , 以及沿 N 的投影 P : X !M , 使得 X = M +N
且 kPk  . 特别的, 如果 kPk = 1, 则称闭子空间 M  X 是 1-可补的.
9
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
  
 
Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and 
Dissertations Database”.  
Fulltexts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on 
http://etd.calis.edu.cn/ and submit requests online, or consult the interlibrary 
loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn 
for delivery details. 
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
